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Аннотация 
Среди требований к виброизоляции важнейшим является требование к диапазону расположения собственных 
частот колебаний. Исследуем подвеску судового двигателя на упругих пневмогидравлических виброизолирую-
щих опорах (ПВО) как наиболее перспективных виброзащитных системах нового поколения [Фомичев 2005]. 
Изложена методика расчета собственных колебаний пространственных виброизолированных объектов. При-
веден алгоритм сведения частот колебаний в узкий диапазон путем варьирования координат и углов установки 
таких виброизоляторов как ПВО. Приведен пример расчета. 
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Abstract 
Among the requirements for vibration isolation, the most important is the requirement for the range of natural vibra-
tion frequencies. We study the suspension of a marine engine on elastic pneumohydraulic vibration-isolating mounts 
(PVIM) as the most promising vibration protection systems of the new generation. A method for calculating the natural 
vibrations of spatial vibration-isolated objects is presented. An algorithm is presented for reducing vibration frequen-
cies to a narrow range by varying the coordinates and installation angles of such vibration isolators as air defense. An ex-
ample of calculation is given. 
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Введение 
Предметом исследования в данной статье является 
подвеска двигателя на ПВО, что определяет специфи-
ческий метод расчета жесткости виброизоляторов 
для математической модели. 
За координатные оси примем главные центральные 
оси виброизолиро-ванного объекта (двигателя) в со-
стоянии покоя Ox, Oy, Oz. Обозначим угловые переме-
щения относительно этих осей соответственно α, β и 
γ. Рассматриваемая упругая система имеет шесть ча-
стот собственных колебаний (две по связанным фор-
мам х и β, две по формам y и α), частоту поступатель-
ного и углового перемещения относительно оси Oz. 
Ставится задача сведения всех шести частот свобод-
ных колебаний в узкий диапазон частот. 
Задачу оптимизации будем решать для случая уста-
новки судового двигателя на четырех ПВО, установ-
ленных таким образом, что две любые стоящие 
опоры попарно симметричны. Оптимизируемыми 
параметрами являются координаты и углы уста-
новки опор. 
Задача стабилизации сводится к отношению таких 
параметров, при которых принимает минимальное 
значение целевая функция [Фролов 2021]: 

𝑊 =
𝑓𝑚𝑎𝑥−𝑓𝑚𝑖𝑛

𝑓0
,   (1) 

где: 𝑓𝑚𝑎𝑥  и 𝑓𝑚𝑖𝑛  — соответственно максимальная и 
минимальная частоты из спектра собственных ча-
стот; 𝑓0 = √𝑓𝑚𝑎𝑥 ∙ 𝑓𝑚𝑖𝑛  — базовая частота. 
Частоту 𝑓0 выбираем из дополнительных условий, 
например в полосе частот с минимальным уровнем 
внешнего возбуждения. Заметим, что решение за-
дачи оптимизации является инвариантным к значе-
нию базовой частоты. 
Идеальным результатом оптимизации было бы обра-
щение целевой функции (1) в нуль, но реальные усло-
вия установки виброизоляторов, соотношения 
между их главными жесткостями и радиусами инер-
ции твердого тела не всегда позволяют достичь та-
кого результата. 
Решение задачи оптимизации происходит в два 
этапа: на первом находим оптимальные координаты 
и углы установки основных виброизоляторов, на вто-
ром — аналогичные параметры для дополнительных 
виброизоляторов, представляющих собой дополни-
тельные жесткости, установленные в плоскости, па-
раллельной плоскости Oxy, наложенные на виброизо-
лируемый объект в точках крепления основных виб-
роизоляторов. 

Рассмотрим твердое тело с четырьмя виброизолято-
рами в виде ПВО (рисуок 1а). Опоры расположены 
симметрично относительно плоскостей Oxy и Oyz. 
Обозначим координаты геометрического центра 
опоры 1 (рис. 1б) через 𝑎𝑥 , 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧, главные жесткости 
опоры — через 𝐶𝑟 , 𝐶𝑝, 𝐶𝑞. Направления векторов глав-
ных жесткостей опоры заданы таким образом: 𝐶𝑟  
направлена вдоль оси опоры, направлена вдоль оси 
опоры, 𝐶𝑝 расположена в вертикальной плоскости 
(параллельной оси Oz) и направлена перпендику-
лярно 𝐶𝑟, 𝐶𝑞  — в плоскости Oxy направлена перпенди-
кулярно 𝐶𝑝и 𝐶𝑟. Угол наклона оси опоры 1 оси Oz обо-
значим φ, угол между осями q и Oy обозначим λ. 

 

 
Рисунок 1. Основные обозначения 
Figure 1. Basic designations 

Матрицы и коэффициенты жесткости можно рассчи-
тать по методике, изложенной в [Банах 2019]. Зная 
коэффициенты жесткости, определим все собствен-
ные частоты. 
Собственные частоты по связанным формам х и β 
определяем из условия равенства нулю определителя 
динамической матрицы [Фролов 2021]: 

𝑑𝑒𝑡(𝐶𝑥𝛽 − 𝜔2𝑀𝑥𝛽) = 0,  (2) 

где: 𝐶𝑥𝛽  — матрица жесткости; 𝜔 — круговая частота; 

𝑀𝑥𝛽 = (
𝑚 0
0 𝑚𝜌𝑦

2) — матрица инерции; m — масса 

виброизолированного объекта; 𝜌𝑦  — радиус инерции 
объекта относительно оси Oy. 
Аналогичным образом определяются собственные 
частоты по связанным формам y, α: 

𝑑𝑒𝑡(𝐶𝑦𝛼 − 𝜔2𝑀𝑦𝛼) = 0,  (3) 

где: 𝐶𝑦𝛼  — матрица жесткости; 𝑀𝑦𝛼 = (
𝑚 0
0 𝑚𝜌𝑥

2) — 

матрица инерции; 𝜌𝑥 — радиус инерции объекта от-
носительно оси Oх. 
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Собственную частоту поступательного перемещения 
z определим из уравнения: 

𝐶𝑧 − 𝜔2𝑚 = 0,   (4) 

где 𝐶𝑧 — коэффициент жесткости. 
Собственная частота углового перемещения относи-
тельно оси Oz 𝜈 определяется из уравнения: 

𝐶𝜈 − 𝜔2𝑚𝜌𝑧
2 = 0,  (5) 

где: 𝐶𝜈  — коэффициент жесткости; 𝜌𝑧 — радиус инер-
ции объекта относительно оси Oz. 
При решении первого этапа оптимизации (вибро-
изолируемый объект на четырех виброопорах) глав-
ные жесткости ПВО находим из соотношений [Стат-
ников 2019]: 

𝐶𝑟 =
𝑝0𝛾𝑆𝑄2𝐻𝑛

𝑥⋅(2𝑔𝑝0𝑘∗
2𝜇2𝑆0

2𝐻𝑛+𝛾𝑄2(𝐻−𝑥)𝑛)
, 𝐶𝑝 = 𝐶𝑞 =

𝐶𝑟

3
 (6) 

значения основных параметров, входящих в фор-
мулу (6), соответствуют начальным параметрам кон-
струкции ПВО [Фомичев 2005]. 
При решении первого этапа задачи оптимизации 
в качестве варьируемых параметров были выбраны 
углы φ и λ (изменяющиеся таким образом: 0° ≤ 𝜑 ≤

80°, 0° ≤ 𝜆 ≤ 90°) и координаты геометрического 
центра опоры 𝑎𝑥 , ,ya 𝑎𝑧, которые изменялись: 0,4 ≤

𝑎𝑥 ≤ 0,55,0,5 ≤ 𝑎𝑦 ≤ 0,61,0,35 ≤ 𝑎𝑧 ≤ 0,7 м. 
Решение первого этапа задачи дает спектр собствен-
ных частот, соответствующий минимуму целевой 
функции 𝑊𝑚𝑖𝑛: 𝑓1 = 1,46; 𝑓2 = 1,08; 𝑓3 = 1,7; 𝑓4 =

1,28; 𝑓5 = 2,36; 𝑓6 = 1,09 Гц, 
где: 𝑓1,𝑓2 — соответственно большая и меньшая соб-
ственная частота по связанным формам x и β; 𝑓3, 𝑓4 — 
частоты по связанным формам y и α; 𝑓5,𝑓6 — собствен-
ные частоты поступательного и углового перемеще-
ний относительно оси Oz. 
Минимальное значение целевой функции достига-
ется при 𝑎𝑥 = 0,55 м; 𝑎𝑦 = 0,55 м; 𝑎𝑧 = 0,35 м, 𝜑 =

13,3°,𝜆 = 30° . 
Зависимость целевой функции 𝑊 от углов φ и λ при 
перечисленных значениях 𝑎𝑥 , 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧  показана на ри-
сунке 2. 
Из рисунка видно, что наименьшая собственная ча-
стота спектра 𝑓2 меньше наибольшей собственной 
частоты 𝑓5 более чем в 2 раза. 
На втором этапе попытаемся приблизить к максималь-
ной частоте 𝑓5 значения остальных собственных частот 
спектра. Этого можно добиться путем установки до-
полнительных ПВО в плоскости, параллельной Oxy, 
имеющих главные жесткости 𝐶𝑟

𝑑  и 𝐶𝑞
𝑑  (𝐶𝑝

𝑑 = 0). 

 
Рисунок 2. Зависимость целевой функции 𝑊 от уг-
лов φ и λ (1 – при постоянном 𝜆 = 30°, 2 – при посто-
янном 𝜑 = 13,3°). 
Figure 2. Dependence of the objective function 𝑊on the 
angles φ and λ 

В этом случае алгоритм расчета остается прежним, 
хотя варьируются параметры 𝐶𝑟

𝑑, 𝐶𝑞
𝑑  и 𝑎𝑧

𝑑, где 𝑎𝑧
𝑑  — 

координата плоскости установки дополнительных 
виброизоляторов. При решении второго этапа за-
дачи оптимизации матрицы 𝐶𝑥𝛽  и 𝐶𝑦𝛼  и коэффици-
ент 𝐶𝜈  жесткости будем находить следующим обра-
зом. Сначала в формулы (2), (3), (5) подставляем зна-
чения φ, λ, 𝑎𝑥 , 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧, соответствующие минимуму це-
левой функции на первом этапе оптимизации. Затем 
в эти же формулы подставляем значения главных 
жесткостей и координаты дополнительных ПВО 
(𝜑𝑑 = 90°,𝜆𝑑 = 45°) после чего обе полученные мат-
рицы суммируем. 
Дополнительные ПВО установлены таким образом, 
что 𝐶𝑧

𝑑 = 0 (собственная частота 𝑓5 не повышается). В 
результате удалось понизить минимум целевой 
функции 𝑊𝑚𝑖𝑛  со следующим спектром собственных 
частот: 
𝑓1 = 𝑓3 = 2,35; 𝑓2 = 1,11; 𝑓4 = 1,6; 𝑓5 = 2,36; 𝑓6 =

1,82 Гц. 
Эти результаты получены при 𝐶𝑟

𝑑 = 14 кН/м, 𝐶𝑞
𝑑 =

13,3 кН/м и 𝑎𝑧
𝑑 = 0. Если же при этих значениях 𝐶𝑞

𝑑  и 
𝑎𝑧

𝑑  проварьировать угол 𝜆𝑑  от 0 до 180º, то при 𝜆𝑑 =

138° целевая функция имеет минимум 𝑊𝑚𝑖𝑛, а 
наибольшая и наименьшая частоты будут соответ-
ственно 𝑓5 = 2,36 и 𝑓2 = 1,22 Гц. 
Из рассмотренного видно, что, хотя минимальное 
значение целевой функции и разброс собственных 
частот изменились мало, удалось повысить практи-
чески все собственные частоты. Таким образом, 
предлагаемый метод оптимизации позволяет соби-
рать спектр собственных частот системы виброизо-
ляции двигателей в достаточно узкую область, что 
приводит к улучшению виброизолирующих и вибро-
акустических характеристик двигателя. 
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